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SS20. 凱雷-漢米爾頓定理 

一般的 LTI 系統的數學模式除了可以利用 ODE-CC 來描述輸出-輸入的關係外，

也可以使用狀態空間描述法(state-space description)，這種描述法已經在設計濾波

器時介紹過，在數學上已經證明也可以將狀態空間描述法轉換為 ODE-CC，所採

用的是凱雷-漢米爾頓原理(Cayley-Hamilton theorem)。 

凱雷-漢米爾頓定理之敘述如下： 

若方陣 nnR A 之特徵方程式為 

(1) 1

1 1 0 0n n

n      −

−− = + + + + =I A  

或者是 

(2) ( )( ) ( )1 2 0n      − = − − − =I A  

其中 Ri  為實數，i=1,2,…,n−1， k C  為特徵值，k=1,2,…,n，則下列之矩陣

方程式必須成立： 

(3) 0IAAAA =+++++ −

− 01

2

2

1

1  n

n

n  

或者是 

(4) ( )( ) ( ) 0IAIAIA =−−− n 21  

這就是數學上所稱的凱雷-漢米爾頓定理。 

為了易於了解，首先考慮最單純的情況： n nR A 具有 n個兩兩相互獨立之特徵

向量。例如 44RA 具有 4個特徵值，可能是單根或重根，也可能是實數或共軛

複數，不論這些特徵值是何種情形，若存在 4個獨立的特徵向量 kv 滿足 

(5) k k k=Av v ,   k=1,2,3,4 

亦即 

(6) ( )k k− =A I v 0 ,   k=1,2,3,4 

其中 4

k Cv 所對應的特徵值為 k C  ，則  1 2 3 4   V = v v v v 可構成的一組基底，並

組合成特徵向量矩陣  1 2 3 4   =V v v v v ，其反矩陣 1−
V 亦存在，再根據(1)與(2)兩式

可知 

(7) 4 3 2

3 2 1 0       + + + + ( )( )( )( )1 2 3 4       = − − − −  
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若將此式之以 A取代，則可得 

(8) 4 3 2

3 2 1 0   + + + +A A A A I  

 ( )( )( )( )1 2 3 4        = − − − −A I A I A I A I  

接著乘上 kv ，k=1,2,3,4，其表示式如下： 

(9) ( )4 3 2

3 2 1 0 k   + + + +A A A A I v  

 ( )( )( )( )1 2 3 4     k   = − − − −A I A I A I A I v  

在此式中，若 k=4，則 

(10) ( )4 3 2

3 2 1 0 4   + + + +A A A A I v  

 ( )( )( )( )1 2 3 4 4        = − − − −A I A I A I A I v  

再由(6)式可知 ( ) 0vIA =− 44 ，故(10)式可化為 

(11) ( ) 0vIAAAA =++++ 401

2

2

3

3

4   

同樣在(9)式中，若 k=3，則 

(12) ( )4 3 2

3 2 1 0 3   + + + +A A A A I v  

 
( )( )( )( )

( )( )( )( )

1 2 3 4 3

1 2 4 3 3

     

     

   

   

= − − − −

= − − − −

A I A I A I A I v

A I A I A I A I v
 

此式利用到 ( )( ) ( )( )3 4 4 3   − − = − −A I A I A I A I 之事實，再由(6)式可將(12)式

化為 

(13) ( )4 3 2

3 2 1 0 3   + + + + =A A A A I v 0  

依此類推，最後可得 

(14) ( )4 3 2

3 2 1 0 ,    1 2 3 4k k , , ,   + + + + = =A A A A I v 0  

亦即 

(15) ( ) 4 3 2

3 2 1 0 1 2 3 4      + + + + =A A A A I v v v v 0

V

 

此式乘上 1−
V 後成為 

(16) 0IAAAA =++++ 01

2

2

3

3

4   

故符合(3)式之凱雷-漢米爾頓定理。 
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另外還有ㄧ個重要的觀念與凱雷-漢米爾頓定理有關，即最小多項式(minimal 

polynomial)，為了方便說明，還是考慮 44RA ，所不同的是此方陣只存在 2 個

特徵值 1 與 2 ，其中 2 為三重根，在此情況下，可能存在下列三種情況： 

(A) 三重根 2 對應到三個特徵向量 

(B) 三重根 2 對應到兩個特徵向量 

(C) 三重根 2 對應到一個特徵向量 

首先探討(A)之情況，滿足 111 vAv = ， ii vAv 2= ，i =2,3,4，亦即 

(17) ( ) 0vIA =− 11  

(18) ( ) 0vIA =− i2 ,   i =2,3,4 

其中 2 對應到三個特徵向量 2v 、 3v 與 4v ，令特徵向量矩陣為  1 2 3 4   =V v v v v ，

且存在反矩陣 1−
V 。由(17)與(18)兩式可知 

(19) ( )( ) ( ) 4321    ,01

2

21 ,,,iii ==++=−− 0vIAAvIAIA   

亦即 

(20) ( )  ( )2 2

1 0 1 2 3 4 1 0         + + = + + =A A I v v v v A A I V 0  

其中 ( )211  +−= ， 210  = ，此式乘上 1−
V 後成為 

(21) ( )( ) 2

1 2 1 0    − − = + + =A I A I A A I 0  

故 

(22) ( )( )( )2

1 0 2 2    + + − −A A I A I A I  

 4 3 2

3 2 1 0       = + + + + =A A A A I 0  

滿足凱雷-漢米爾頓定理。 

接著探討(B)之情況，在此情況下可求得 3個特徵向量 1v 、 2v 、 4v ，滿足 

(23) ( ) 0vIA =− 11  

(24) ( ) 0vIA =− 22  

(25) ( ) 0vIA =− 42  

另外在數學上已經證明可找出 3v 滿足下列條件： 

(26) ( )2 3 4− =A I v v  

由(25)與(26)兩式可知 
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(27) ( ) ( )
2

2 3 2 4 − = − =A I v A I v 0  

應注意的是，雖然 3v 不是特徵向量，但  1 2 3 4   =V v v v v 確實存在反矩陣 1−
V ，由

(23)~(25)與(27)式可知 

(28) ( )( )
2

1 2 3 − − =A I A I v 0  

(29) ( )( ) ( ) ( )
2 2

1 2 2 1i i   − − = − −A I A I v A I A I v  

 ( )3 2

2 1 0                    ,    1 2 4i i , ,    = + + + = =A A A I v 0  

亦即 

(30) ( ) 3 2

2 1 0 1 2 3 4       + + +A A A I v v v v  

 ( )3 2

2 1 0                      = + + + =A A A I V 0  

其中 ( )212 2 +−= ， 2

2211 2  += ， 2

210  −= ，此式乘上 1−
V 後可得 

(31) ( )( )
2 3 2

1 2 2 1 0      − − = + + + =A I A I A A A I 0  

故 

(32) ( )( )3 2

2 1 0 2     + + + −A A A I A I  

 4 3 2

3 2 1 0        = + + + + =A A A A I 0  

仍然滿足凱雷-漢米爾頓定理。 

最後探討(C)之情況，在此情況下可求得 2個特徵向量 1v 與 4v ，滿足 

(33) ( ) 0vIA =− 11  

(34) ( ) 0vIA =− 42  

並且可找出 2v 與 3v 滿足下列條件： 

(35) ( )2 3 4− =A I v v  

(36) ( )2 2 3− =A I v v  

由(34)~(36)三式可知 

(37) ( ) ( ) ( )
3 2

2 2 2 3 2 4  − = − = − =A I v A I v A I v 0  

同樣地，  1 2 3 4   =V v v v v 存在反矩陣 1−
V ，由(33)與(37)兩式可知 

(38) ( )( )  
3

1 2 1 2 3 4    − −A I A I v v v v  

 ( )4 3 2

3 2 1 0        = + + + + =A A A A I V 0  
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此式乘上 1−
V 後成為 

(39) 0IAAAA =++++ 01

2

2

3

3

4   

亦滿足凱雷-漢米爾頓定理。 

根據以上之分析可知，方陣 nnA 具有 n個特徵值，這些特徵值可能有重根，

所求得的特徵向量之個數也不相同，但特徵方程式都可表為 

(40) 001

2

2

1

1 =+++++=− −

−  n

n

n
AI  

若是令 ( ) AI −= p ，則稱 ( )p  為特徵多項式(characteristic polynomial)，所相

對應的矩陣多項式為 

(51) ( ) IAAAAA 01

2

2

1

1  +++++= −

− n

n

np  

根據凱雷-漢米爾頓定理可表為 

(52) ( ) 0IAAAAA =+++++= −

− 01

2

2

1

1  n

n

np  

若特徵值是 k重根，k2，且可找到的相對應特徵向量個數大於 1，則存在最小

次數的多項式 

(53) ( ) 1 2

1 2 1 0

m m

min np         −

−
   = + + + + +  

其中 m<n，使得 

(54) ( ) 1 2

1 2 1 0

m m

min np    −

−
   = + + + + + =A A A A A I 0  

在數學上稱 ( )minp 為 nnA 之最小多項式。例如情況(A)與(B)中，三重根 2 所

對應到特徵向量分別為 3 與 2，兩者之個數都大於 1，因此都具有最小多項式，

分別為 

(55) ( )( ) 2

1 2 1 0minp         = − − = + +  

(56) ( )( )
2 3 2

1 2 2 1 0minp            = − − = + + +  

至於情況(C)，三重根 2 只對應到 1個特徵向量，可知 ( )minp 即特徵方程式，亦

即 ( )minp  = −I A 。 
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例題： 若

















−−

=

111

313

113

A ，則 A的最小多項式為何？ 

解： 先求取特徵方程式如下： 

 ( ) 0

111

313

113

=

−

−−−

−−−

=−=







 AIp  

亦即 

 ( ) ( )( ) 021485
223 =−−=−+−= p  

令2=的特徵向量 v，則 ( ) 0vAI =−2 ，亦即 

 

1

2

3

1 1 1 0

3 1 3 0

1 1 1 0

v

v

v

− − −     
     
− − =
     
          

 

其簡約列階梯型式為 

 
1

2

3

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

v

v

v

     
     

=
     
          

 

故    TT
vvv 101321 −==v ，只找到 1個特徵向量 v，所以最小多項式

即特徵方程式，如下所示： 

 ( ) ( ) 485 23 −+−==  ppmin  

   

 


