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SS15. 系統數學模式化─輸入輸出描述法 

在工程領域中，探討線性非時變(LTI)系統時，必須先推導其數學模式，即所謂的

系統數學模式化(system mathematic modeling)，而最基本的型式就是輸出輸入描

述法(input-output description，簡稱 IOD)，所採用的正是 ODE-CC，數學模式如

下所示： 
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其中 ( )y t 為輸出， ( )u t 是已知的輸入訊號， ka 與 lb 都是常數，且 bm≠0。 

此外，一般的系統通常都是適當系統(proper system)，所以滿足 n m ，而當 n m

時，則是嚴格適當系統(strictly proper system)。根據 ODE-CC 的性質，若給定輸

入 ( )u t 與初值條件 ( ) ( )0
0 1 1
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= ，即可求得唯一的輸出 ( )y t ， 0t t 。 

為了方便討論，令初始時間為 0 =0t ，且為了納入在 =0t 時的脈衝輸入訊號，特別

將輸出與輸入的初始條件修正為 ( ) ( )
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情況下，最常採用的數學工具是拉普拉斯轉換，對(1)式取拉氏轉換後可得 
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其中 ( )  ( )u t U s=L ， ( )  ( )y t Y s=L ，此式進一步整理後成為 
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其中 0r 、 1r 、…、 1nr − 由輸出與輸入之初值 ky 與 lu 決定，再令 
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則(3)式可改寫為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s Y s Q s U s R s= + ，或者是 
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其中 
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對(7)式取反拉式轉換，可得輸出如下所示： 

(10) ( ) ( ) ( )i uy t y t y t= +  

其中 ( ) ( ) sYty 1−= L ， ( ) ( ) 1

i Iy t Y s−= L ， ( ) ( ) ( ) sUsHtyu

1−= L 。 

一般的系統通常具有穩定性，使得與初值相關的 ( )iy t 會隨著時間 t的增加而逐漸

減小且趨近於 0，換句話說，當 0t 時，由於 ( ) 0iy t → ，因此輸出可視為

( ) ( )uy t y t= ，不受初值的影響，表為 
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在數學上稱 ( )
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= 為系統的轉移函數(transfer function)。 

顯然地，為了求得系統的轉移函數 ( )H s ，可令系統初值為 0，並輸入脈衝訊號

( ) ( )u t t= ，由於 
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因此可得 
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故輸出為 
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因為輸入為脈衝訊號，所以稱此時之輸出 ( ) ( )y t h t = 為脈衝響應，在系統理論

中，脈衝響應 ( )h t 或轉移函數 ( )H s 常被用來代表 LTI系統。 

當輸入為 ( )u t 或 ( )U s 時，在不考慮初值的情況下，輸出為 
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若仍考慮初值，則為 
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此式即為系統的全響應(total response)。 

根據(16)式，在初值無法忽略的情況下，若輸入為 ( )1u t 與 ( )2u t ，則輸出分別為 
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若輸入為兩者之和，即 ( ) ( ) ( )1 2u t u t u t= + ，則輸出為 
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顯然只有在 ( ) ( ) ( )1 2 0i i iy t y t y t− − = 或忽略初值的條件下， ( ) ( ) ( )1 2y t y t y t= + 才

成立，換句話說，以 ODE-CC 所描述的系統，實際上並不是一個線性系統，只

有在系統初值不計的情況下才可視為線性系統。 

例如當系統為穩定系統時，隨著時間遞增，其初值的影響遞減，最終可將初值予

以忽略，並將其視為線性系統，故在系統工程中通常將微分方程式所描述的穩定

系統，稱為遞增式線性非時變系統(incrementally LTI system)。 

 

例題： 若系統以下列之常微分方程式描述： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2y t y t y t u t+ + =  

系統初值為 ( )0 1y = 、 ( )0 0y = ，輸入為 ( ) ( )2u t sin t= ，則 

轉移函數為何？是否為穩定系統？輸出 ( )y t 為何？ 
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解： 取拉氏轉換可得 
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整理後成為 
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其中
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故取反拉氏轉換後可得 
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