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SS04. 自然指數函數 

指數函數(exponential function)經常存在於自然現象之中，例如放射性元素的質量

m(t)就是依據時間 t 的指數函數來衰減，每當質量減半時，所經歷的時間就是半

衰期，其數學式為 
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是以 2為基底的指數函數，m(t0)是 t=t0時的質量，T 為半衰期，當時間

經過一個半衰期 T，即 t=t0+T 時，其質量為 
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亦即衰減為 m(t0)的一半。 

指數函數通常包括倍率，基底與指數項，數學式如下： 

(3) ( ) bxakxy =  

其中倍率為常數 k，基底為 a>0，指數項為 bx，其係數 b為常數。 

若考慮 a>1且 k>0 之情況，則當 b>0時， bxa 會隨著變數 x的增加而遞增，反之，

當 b<0時， bxa 會隨著變數 x的增加而遞減，而當 b=0時， bxa =1為定值，如圖 1

所示。 

 

指數函數 y(x)可以變換不同的基底，例如將基底改為 c≠a且 c>0，亦即 

(4) dxbx ca =  

此式取對數後可得 

(5) dxalogbx c =  
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( ) bxakxy =  

    (k>0, a>1) b>0 b<0 
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亦即 alogbd c= ，故 

(6) ( ) ( )xalogbdxbx cckckakxy


===  

指數函數中最特殊且最常用的是自然指數函數 xe ，基底為 e>0，定義如下： 

(7) 

N

N

x

N

x
lime 








+=

→
1  

由於 

(8) 
0

1

N nN
N

n
N N

n

x x
lim lim C

N N→ →
=

   
+ =   

   
  

 

( ) ( )

1

1

1 1
                      1

                      1

nN

nN
n

n

n

N N N n x
lim

n! N

x

n!

→
=



=

− − +
= +

= +





 

故 

(9) ++++=+= 


= !

x

!

x
x

!n

x
e

n

n
x

32
11

32

1

 

令 x=1，即可求得 e的數值大小為 
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在數學上稱 e為自然基底；若是令 x=−1，則可得 
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此數值是工程分析中經常使用的常數，與時間常數(time constant)有關。 

在工程應用中，系統的本質通常都是以 xe 來描述，這是因為 xe 有一個相當重要

的性質，如下所示： 
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也就是說， xe 的微分等於它自身，此外 
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也就是說， axe 的微分等於它自身的 a 倍，事實上此特性可用來處理一般指數函

數 xa 的微分，通常先將 xa 化為 ( )xalnx ea = ，再利用(13)式求得 
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顯然地， xa 的微分確實比 xe 複雜許多，因此在工程上通常都採用自然指數函數

來處理問題。 

 

兩個基底相同的指數函數相乘時，其乘積只需將指數項相加即可，因此自然指數

函數必須滿足 yxyx eee += ，此特性可用直接計算之方式來檢驗，如下所示： 
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由於 
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其中等號左邊是先決定 n，再取 nk  ，而等號右邊則是先決定 k，再取 kn  ，兩

種方式所得到的結果相同，如圖 2所示之灰點，因此 
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此結果確實符合指數的運算法則。 

例題： 求 axb
dx

d
，其中 b>0。 

解： 由於 ( )xblnaax eb = ，因此可得 
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