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SS03. 泰勒公式 

在工程分析中，當面對非線性函數時，最常被用來處理線性化的數學工具就是泰

勒公式(Taylor’s Formula)，敘述如下： 

當 ( )x a,b ，若 ( )f x 為連續且(n+1)次可微，亦即存在
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，則泰

勒公式如下所示： 
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其中 ( ) ( )
( )k

k
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d f x
f x
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 ， 0a x x b    。 

證明如下： 

首先定義泰勒多項式(Taylor’s polynomial)，如下所示： 
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此式經 k次微分後可得 
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再令 
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其中 R(x)稱為餘式(remainder)，由以上三式可知 
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顯然地， ( ) ( ) 000 == xSxR ，利用廣義平均值定理可得 
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同樣地， ( ) ( ) 000 == xSxR ，再利用廣義平均值定理與(10)式可推得 
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依此類推，當 n,,,k 21= 時可得 
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亦即 
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由此式可知當 k=n時，令  =+1n ，則可得 
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再將(4)、(7)與(9)三式代入(14)式可得 
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最後再根據(2)、(5)與(15)三式可得 
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如(1)式所示，故得證。 

在面對工程問題時經常為了簡化處理而刻意設定 x0=0，在此情況下，可將泰勒公

式改寫為 
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此式稱為馬克羅林公式(Maclaurin’s formula)。 

若連續函數 ( )xf 在 0xx = 處可解析(analytic)，即存在 ( ) ( )0
0 1 2

n

n , , ,...,
f x

= 
，在此情況
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下， ( )xf 可以表為無窮級數之形式，如下所示： 
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此式稱為 f(x)的泰勒級數(Taylor’ series)。 

在工程分析中經常採用泰勒多項式 P(x)來近似 f(x)，即 f(x)P(x)，所需的條件是

存在定值M，使得 
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再利用餘式 R(x)的絕對值來估測 f(x)與 P(x)兩者的差異，即 
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經整理後成為 
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由此式可獲得結論如下：當 10 − xx 且 x 越趨近於 x0，則|R(x)|越小，泰勒多項

式 P(x)越能準確地估算 f(x)。 

例題： 求 ( ) xsinxf = 與 ( ) xcosxg = 在 x=0處之泰勒級數。 

解： 首先將 f(x)逐次微分，其結果為 

 ( ) xsinxf = ， ( ) xcosxf = ， ( ) xsinxf −= ， 

 ( ) xcosxf −= ， ( )( )   4 ，xsinxf =     

在 x=0處可得 ( ) 00 =f ， ( ) 10 =f ， ( ) 00 =f ， ( ) 10 −=f ，    

亦即 ( )( ) 002 =nf ， ( )( ) 1014 =+nf ， ( )( ) 1034 −=+nf  

故 ( ) xsinxf = 的泰勒級數為 

 
( )( )

 
9

1

7

1

5

1

3

10 9753

0

−+−+−==


=

x
!

x
!

x
!

x
!

xx
!n

f
xsin n

n

n

 

顯然地， ( ) xsinxf = 一個奇函數。 

依據同樣的方式對 g(x)逐次微分，其結果為 

 ( ) xcosxg = ， ( ) xsinxg −= ， ( ) xcosxg −= ， 
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 ( ) xsinxg = ， ( )( )   4 ，xcosxg =     

在 x=0處可得 ( ) 10 =g ， ( ) 00 =g ， ( ) 10 −=g ， ( ) 00 =g ，    

亦即 ( )( ) 0012 =+ng ， ( )( ) 104 =ng ， ( )( ) 1024 −=+ng  

故 ( ) xcosxg = 的泰勒級數為 
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顯然地， ( ) xcosxg = 是一個偶函數。 

例題： 求 ( )
x

xf
−

=
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1
在 x=0.5 處之泰勒級數。 

解： 因為 f(x)在 x=0.5 處為連續且可解析，因此存在泰勒級數， 

首先將 f(x)逐次微分，其結果為 
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當 x=0.5時可得
( ) ( ) 12
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.f
，其泰勒級數為 
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此式只有在 ( ) 1502 − .x 時才會收斂，亦即 10  x 。 

   

 


