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基本觀念

我們在前面的課程已討論了向量的線性相依與線性獨立，接下來的問
題是，如果我們手上有一堆向量，那麼要如何判斷這些向量到底「涵
蓋了多少不同的方向」？
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張成的基本觀念

如果我們手上有幾個向量，透過它們的線性組合，究竟可以走到多廣的地
方？它們能不能「覆蓋整個平面」或「填滿整個空間」？這個問題的答案，
就與「張成（span）」這個觀念密切相關。

從幾何的角度來看，向量的張成就是：所有可以由這些向量線性組合得到
的向量所構成的集合。

如果我們能把一個新向量寫成這幾個向量的加權結果（線性組合），那它
就屬於這個「張成的空間」裡。例如：

(1) 一個向量可以張成一條線；
(2) 兩個不共線的向量可以張成一個平面；
(3) 三個不共面的向量可以張成三維空間。
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張成的數學定義

Definition (張成, Span)
對向量集合 t

áv 1,
áv 2, . . . ,

áv ku，其張成空間定義為所有線性組合所構成的集
合：

spant
áv 1, . . . ,

áv ku =
!

a1
áv 1 + ¨ ¨ ¨ + ak

áv k

ˇ

ˇ

ˇ
ai P R

)

.

這表示你可以用這些向量「加加乘乘」產生出整個空間裡的所有向量。
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向量張成的例題

Example
考慮向量：

áv 1=

[
1
2

]
,

áv 2=

[
3
4

]
,

則
áv 1 與

áv 1 所張成的空間 spant
áv 1,

áv 2u 為

spant
áv 1,

áv 2u =

"

a
[
1
2

]
+ b

[
3
4

] ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, b P R
*

=

"[
a + 3b
2a + 4b

] ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, b P R
*

.

這個集合包含所有 R2 中的向量，因為
áv 1 和

áv 2 是線性獨立的，它們不共
線，所以只要適當選取比例 a 和 b，就可以用它們的線性組合表示任何平面上
的向量。
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基底與維度

我們可以這樣想：

在一個向量空間中，若每個向量都可以由少數幾個固定方向的向量之
線性組合所表示，那麼這些固定方向就扮演了描述整個空間的角色，
稱為這個空間的基底（basis）。

這組基底所含的向量個數，正是這個空間的維度（dimension），也就是描
述這個空間所需的「獨立方向」的數量。

不過，這裡的說法還是籠統了些，我們可以仔細看一下嚴謹的數學定義。
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基底的數學定義

Definition (基底, Basis)
若向量集合 t

áv 1,
áv 2, . . . ,

áv ku 同時滿足以下兩條件：

(1) 線性獨立；

(2) 張成整個空間 V，即 spant
áv 1, . . . ,

áv ku = V；

則此集合稱為空間 V 的一組基底。

以向量：
áv 1=

[
1
2

]
,

áv 2=

[
3
4

]
,

為例，先前
áv 1 和

áv 2 張成了整個平面 R2 且線性獨立，所以由定義可知
t

áv 1,
áv 2u 為一組 R2 中的基底。
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基底的例題

考慮三個向量：

áv 1=

10
0

 ,
áv 2=

01
0

 ,
áv 3=

00
1

 ,

這三個向量彼此正交、線性獨立，並能張成 R3，因此 t
áv 1,

áv 2,
áv 3u 是

R3 的一組基底，我們也將這組基底稱為 R3 的標準基底（standard
basis）。
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維度的數學定義

Definition (維度, Dimension)
向量空間 V 的維度定義為其任一組基底中向量的個數，記為 dim(V)。

Example
考慮以下三個向量：

v1 =

10
2

 , v2 =

20
4

 , v3 =

11
0

 .

觀察可知，v2 = 2v1，所以它不是新的方向，只是原方向的放大。而 v1 與 v3

則彼此線性獨立，提供兩個獨立方向。因此空間的維度為 2；且一組基底可以
是 tv1, v3u。
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維度的例題

Example
我們來看另一組例子：

b1 =


1
1
0
0

 , b2 =


0
1
1
0

 , b3 =


1
2
1
0

 .

因為 b3 = b1 + b2 並非新的方向，這表示只需要兩個向量 tb1, b2u 就可以張
成這三個向量所生成的向量子空間，且維度為 2，一組基底為 tb1, b2u。
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在影像資料中理解基底與維度

我們可以把每張影像轉換成一個個行向量，然後觀察這些行向量之間的關
係。

如果這些影像彼此很相似，代表它們其實只在少數幾個方向上有變化。換
句話說，

這些影像可以用一小組「代表性方向」來描述！

這些方向就是所謂的基底。

其他影像只是這些基底的不同加權組合，就像我們可以用幾個積木就拼出
許多不同的圖案一樣。
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在影像資料中理解基底與維度

假設我們把 1 張 100 ˆ 100 灰階影像切成 100 張 10 ˆ 10 灰階影像，每一
張 10 ˆ 10 灰階影像都向量化成長度為 100 的行向量，然後把這 100 張
影像的行向量排成一個矩陣 A P R100ˆ100。

如果這些向量彼此很相似，那麼只需要少數幾個具代表性的向量來描述其
他所有的向量，此時也表示影像資料中的變化不多，這些向量所張成的空
間維度也會比較小。
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在影像資料中理解基底與維度

Python 切割區塊並分析基底維度 太空人原始影像與輸出結果

Figure 1: 從圖像切割區塊並觀察其所組成向量的基底維度
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討論題

Example
以下是四個向量，分別代表從影像中擷取的四個小區塊，每個區塊都已轉為長
度為 5 的行向量：

áv 1=


10
20
30
40
50

 ,
áv 2=


20
40
60
80
100

 ,
áv 3=


9
21
29
41
49

 ,
áv 4=


15
30
45
60
75


(1) 請問這些向量是否有明顯的相似性？是否可能落在某幾個共同方向上？

(2) 根據你的觀察，這些向量可能是線性相依的嗎？請說明理由。

(3) 這樣的現象在影像前景與背景資料中，對維度大小可能有什麼影響？
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