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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的數學定義

Definition (線性組合, Linear Combination)
若給定向量

áv 1,
áv 2, . . . ,

áv kP Rn，以及實數係數 c1, c2, . . . , ck，則向量：

áw= c1
áv 1 +c2

áv 2 + ¨ ¨ ¨ + ck
áv k

稱為這些向量的線性組合。
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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的例題

Example

設
áv 1=

[
1
0

]
、

áv 2=

[
0
1

]
，c1 = 3，c2 = ´2，則：

áw= 3
áv 1 ´2

áv 2= 3

[
1
0

]
´ 2

[
0
1

]
=

[
3

´2

]
.

áw 是 áv 1 與
áv 2 的線性組合，也就是從原點指向平面中坐標 (3,´2) 的箭頭。
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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的幾何意義

從幾何意義來看，向量的線性組合可視為將不同方向與長度的向量進行加
權「拉伸與疊加」，然後產生新的向量。

例如在二維平面中，兩個不共線的向量所張成的所有線性組合會構成一個
平面區域。

Example
令

áv 1=

[
1
0

]
,

áv 2=

[
0
1

]
,

則任意向量
áw= a áv 1 +b áv 2 可表示為

[
a
b

]
，對應到 R2 中的點 (a, b)。

此外，若
áv 1 與

áv 2 呈倍數關係（例如
áv 2= 2

áv 1），所有線性組合明顯地
將只落在一條直線上，無法填滿平面。
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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的數學形式與操作例題

Example
考慮三個三維空間中的向量：

áv 1=

10
0

 ,
áv 2=

01
0

 ,
áv 3=

11
0

 ,

如果我們對這三個向量做線性組合，會產生哪些新的向量？
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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的數學形式與操作例題：結論

由觀察可知：
áv 3=

áv 1 +
áv 2 ,

所以
áv 3 其實沒有提供新的方向，它只是前兩個方向的加總，也就是說：

áv 1 和
áv 2 可以帶我們走「東西向」和「南北向」；

áv 3 只是走東再走北，跟
áv 1,

áv 2 本身的方向沒差別；

因此，用這三個向量做任何線性組合，都無法讓我們「往上或往下移動」。

所以這些線性組合只會落在水平的 xy 平面中，無法離開這個平面，即使原本
題目給定的三個向量都是落在三維空間裡。
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1.4.1 線性組合的數學形式與操作

線性組合的實作

我們可以用 Python 程式碼來說明視覺化線性組合範圍：

(a) 對應的 Python 程式碼
(b) v1 與 v2 的線性組合所構成的
平面

Figure 1: 線性組合視覺化與程式說明
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線性組合的應用

線性組合的概念放在一組矩陣 tA1,A2, ¨ ¨ ¨ ,Aku 中也適用，矩陣的線性組
合相當於把一組矩陣拿來做純量乘法後相加，即：

c1A1 + c2A2 + ¨ ¨ ¨ + ckAk ,

所以，當兩張影像轉換成矩陣後做線性組合時，我們實際上是在計算類似
以下的公式：

I = α ¨ I1 + (1 ´ α) ¨ I2 , α P [0, 1] ,

這種操作在影像處理中常見於影像混合。
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例題

假設有兩張圖像 I1, I2 P Rmˆn，定義影像混合後的結果 Iblend 為：

Iblend = αI1 + (1 ´ α)I2 ,

其中 α P [0, 1]，可以控制兩圖之間混合的比例。

針對 image1.jpg 及 image2.jpg，可用 α = 0.3 達到以下的效果：

Figure 2: 影像輸出後的比較
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習題解說：影像的向量化

Exercise
灰階影像有另一種數學表達的方式，我們可以將一張 m ˆ n 像素的灰階影像
視為長度為 mn 的行向量，如果我們手中有 k 張 m ˆ n 像素的灰階影像，每
一張都表示成長度為 mn 的行向量，則這 k 張影像可排列成一個 mn ˆ k 的大
矩陣 M，且矩陣 M 中的每一行都代表了一張圖片的資訊。試解釋若矩陣 M
中所有行向量都可用某一個特定向量的線性組合來表示，這對這張圖片而言代
表什麼？
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將灰階影像轉成行向量

由先前的介紹，我們已知一個把灰階影像轉成行向量的方法，也就是說，我們
可以將一張張 m ˆ n 像素的灰階影像

A(1) =


a(1)
11 a(1)

12 ¨ ¨ ¨ a(1)
1n

a(1)
21 a(1)

22 ¨ ¨ ¨ a(1)
2n

...
...

. . .
...

a(1)
m1 a(1)

m2 ¨ ¨ ¨ a(1)
mn


mˆn

, A(2) =


a(2)
11 a(2)

12 ¨ ¨ ¨ a(2)
1n

a(2)
21 a(2)

22 ¨ ¨ ¨ a(2)
2n

...
...

. . .
...

a(2)
m1 a(2)

m2 ¨ ¨ ¨ a(2)
mn


mˆn

, ¨ ¨ ¨
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將灰階影像轉成行向量

視為長度為 mn 的行向量：

áv 1=



a(1)
11

...
a(1)
1n

a(1)
21

...
a(1)
2n
...

a(1)
mn


mnˆ1

,
áv 2=



a(2)
11

...
a(2)
1n

a(2)
21

...
a(2)
2n
...

a(2)
mn


mnˆ1

, ¨ ¨ ¨
áv i=



a(i)
11

...
a(i)
1n

a(i)
21

...
a(i)
2n
...

a(i)
mn


mnˆ1

, ¨ ¨ ¨
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將灰階影像轉成行向量

如果我們手中有 k 張 m ˆ n 像素的灰階影像，每一張都表示成長度為 mn 的
行向量，則這 k 張影像可排列成一個 mn ˆ k 的矩陣 Itotal 如下：

Itotal = [
áv 1

áv 2 ¨ ¨ ¨
áv k]mnˆk =



a(1)
11 a(2)

11 ¨ ¨ ¨ a(k)
11

...
...

...
...

a(1)
1n a(2)

1n ¨ ¨ ¨ a(k)
1n

a(1)
21 a(2)

21 ¨ ¨ ¨ a(k)
21

...
...

...
...

a(1)
2n a(2)

2n ¨ ¨ ¨ a(k)
2n

...
...

...
...

a(1)
mn a(2)

mn ¨ ¨ ¨ a(k)
mn


mnˆk

.

矩陣中的每一行都代表了一張圖片的資訊。
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向量空間的定義

既然每個影像矩陣都可以視為一個行向量，那麼我們就需要一個數學結構
來描述「一組向量的合法集合」，這個結構就是「向量空間」。

設 V 為一個非空集合，其上的元素稱為向量，且定義了兩個運算：向量
加法與純量乘法。若這兩個運算滿足以下所有的條件，則稱 V 為定義在
體 R 上的向量空間（vector space over R）：

1. 加法封閉性：對任意 áu ,
áv P V，有 áu +

áv P V。

2. 加法交換律：對任意 áu ,
áv P V，有 áu +

áv =áv +
áu。

3. 加法結合律：對任意 áu ,
áv , áw P V，有 (

áu +
áv )+ áw=

áu +(
áv +

áw)。

4. 存在加法單位元：存在
á
0 P V，使得對任意 áv P V，皆有 áv +

á
0=

áv。

5. 存在加法反元素：對任意 áv P V，存在 ´
áv P V，使得 áv +(´

áv ) =
á
0。
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向量空間的定義

6. 純量乘法封閉性：對任意 c P R 與
áv P V，有 c áv P V。

7. 純量乘法結合律：對任意 a, b P R 與
áv P V，有 a(b áv ) = (ab) áv。

8. 分配律：

向量上的分配律：對任意 a P R、áu ,
áv P V，a(áu +

áv ) = a áu +a áv。

純量上的分配律：對任意 a, b P R、áv P V，(a + b) áv = a áv +b áv。

9. 單位純量作用：對任意 áv P V，1¨
áv =áv。
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向量空間的例題

在向量空間中，影像即向量。我們可以將一張 m ˆ n 的影像視為長度為
mn 的行向量，所有這種「拉直後的影像」，將構成 Rmnˆ1 的向量空間，
而且，在此空間中，與加法、純量乘法相關的操作全都合法，所以，影像
經過處理後仍會是合法的影像。

Example
設 I1, I2 P Rmˆn 為兩張影像，將它們向量化後，得到：

á

i 1= vec(I1),
á

i 2= vec(I2) P Rmnˆ1 .

對任意純量 a, b P R，我們可定義新的向量：
á

i = a
á

i 1 +b
á

i 2 .

則
á

i P Rmnˆ1，說明向量化後的影像在此向量空間中對加法與純量乘法封閉。

若我們再將
á

i 還原為 m ˆ n 的影像矩陣，仍然是一張合法的影像。 ˝
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矩陣空間的觀念

在數學中，原本向量是指 Rn 中的元素，例如
áv= (1, 2, 3) P R3，而我們

對向量做的操作（包括加法與純量乘法），要求這些運算滿足一系列的條
件，這使得 Rn 成為一個向量空間。

然而向量空間不一定只能是 Rn，任何集合只要定義加法與純量乘法，且
這兩個運算滿足定義中所有的條件，這個集合就可以構成一個向量空間。

所有由 m ˆ n 的實矩陣構成的集合：

Mmˆn(R) =
␣

A P Rmˆn( ,

這個集合在矩陣加法與純量乘法下也構成向量空間，因為它滿足向量空間
定義裡所有的條件。

所以矩陣可以視為某個向量空間中的元素，只是我們把它的形狀維持
m ˆ n 的大小，而不是把它拉直成 Rmnˆ1 的行向量。
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矩陣空間的例題

Example
若 I1, I2 P Rmˆn，則對任何 a, b P R，有

I = a ¨ I1 + b ¨ I2 P Rmˆn .

矩陣 I 仍然在 Rmˆn 中，這顯示了影像矩陣在像素加權上構成封閉的向量空
間。 ˝

回過頭觀察上一節的圖，我們可從視覺化的角度觀察到影像的線性組合仍
是一張合法的影像，這就是所謂的向量空間的封閉性。
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