
這邊重新幫⼤家複習函數的觀念，
有助於之後學習。

Definition （定義域）
（值域）

Onto (Surjective)

Onto

Not Onto

One-One (Injective)

Bijection

Composite Function

Invertible Function Theorem

Left-hand Limit

Right-hand Limit

Infinite Limit

Proposition

Limit Laws

透過已知函數極限和 可以更快地算出未知函數的極限！例如，
透過 ，我們可以知道

Theorem Squeeze Theorem

Limit at Infinity

若極限存在則唯⼀！

Theorem

Definition

若 存在，則 。

若 存在且不等於 ，則 。

綜合上述，我們知道⽔平和斜漸近線不會並存，也就是
只存在其中⼀個或都不存在。（上述的 可改成 ）

若曲線 可表為
且 ，則此曲線具有 的漸近線！

⽔平漸近線的定義可以寫成

Infinite Limit at Infinity

Proposition

Corollary

Theorem

Intermediate Value Theorem

Extreme Value Theorem

連續函數在閉區間上必有最⼤最⼩值
Polynominal Function

Rational Function

Root Function

Logarithmic Function

Exponential Function

 Trigonometric Function

Inverse Trigonometric Function

Balzano's Theorem

Special Case



The Derivative as a Function

Higher Derivative

Derivative of Some Functions

Trignometric Functions

Proposition

Differentiation Rules

Chain Rule

 1

 2

Implicit Differentiation

Theorem

Rolle’s Theorem

Mean Value Theorem

Corollary

Rolle's Theorem 

Logarithmic Function

你也可以直接代公式。

Logarithmic Diffeentiation

 1

 2

 3

The Number e as a Limit

由於我們知道 ，

我們可以把 定義為⼀個極限的值。

Inverse Trignometric Function

Hyperbolic Functions

Hyperbolic Sine and Cosine

Definition

Derivative

Identities

Relation to the Hyperbola

The Other Hyperbolic Functions

Definition

Derivative

Gaprh

Inverse Hyperbolic Function

Theorem
Salas 

 Theorem  Definition

Other Notations

Tangent Line

 Chain Rule 

What is the number e? (I).pdf


https://drive.google.com/file/d/1GBuHyPqvuS-egKWzi7Er9QEKQC6-48En/view?usp=drive_link


Linear Approximation

之前有提到可微則存在切線，我們可以⽤切線作線性近似，說明如下。

Newton's Method

Differential

Indeterminate Forms 若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」

若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」 可改為

上述所提及的 可改為 或

L'Hospital's Rule

若 屬於 或 不定型，則

Indeterminate Products
若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」 可改為

Indeterminate
Differences 若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」

Indeterminate Powers

，其中

若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」。
若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」。
若 時，有 及 ，則我們稱該極限為「 不定型」。

此種不定型的計算重點在於「令 」，此時
為 不定型，然後因為

。因此只要

能算出 ，就能得到 的答案。

此種不定型的計算重點在於把減改成除，再⽤ 或 不定型來算。

因為 ，所以 不定型可化為 不定型。

因為 ，所以 不定型可化為 不定型。

Fermat’s Theorem

綜合上述，我們發現極值不是在 就是在 不存在的點上，
因此，可以把 改成如下：

Increasing/Decreasing

The First Derivative Test
 1

Concave
Upward/Downward

Inflection Point

The Second Derivative 
Test

 2
 The First Derivative Test

 Critical Number 
 The First Derivative Test
 Critical Number 

Critical Number

 P  Q  Q  P
1. f'(c)=0
2. f'(c)

The Closed Interval 
Method

 1 

（這些值中最⼤的就是絕對極⼤值︔最⼩的就是絕對極⼩值！）

The First Derivative Test
for Absolute Extrema

 2 

 Extreme Value Theorem

1.
2.

Curve Skeching

Domain : 

Intercepts :  x  y 

Symmetry  

Asymptotes : 

Intervals of Increase or Decrease : 

Local Extrema :  Critical Numbers 

Concavity and Points of Inflection : 

Sketch the Curve : 



Definite Integral

Sigma

Proposition

Sums of Powers

—

—

Riemann Integrals

Partition

Riemann Sums

Definition Riemann Integral 

是可以任選的，且其被稱為 。

Proposition

Integral Rules

Corollary

Comparison Properties

Definite Integral as a 
Function of Upper Limit

Prerequirement

Definition

Theorem

Theorem

The Fundamental Theorem of Calculus

Antiderivative

Mean Value Theorem for Integral

First

Second

Indefinite Intergral

Definition

透過微積分基本定理和⼀些微分法則，
我們可以有這些積分⽅法！

Substitution

法⼀是先代入新變數，算完之後再變回舊變數。
法⼆則是先代入新變數後，把積分範圍換成新變數的積分範圍。

法⼀：

法⼆：

 Chain Rule 

其實左邊的寫法只是為了⽅便計算，並不嚴謹，因為積分符號的 並不是 ，正確的寫法應該是從 去看。

微積分基本定理

Integration by Parts

（ 有正有負）

Product Rule for Differentiation 



Trigonometric Substitution

：令 ，則

：令 ，則

：令 或 ，則

Tangent Half-Angle 
Substitution

Partial Fractions

有兩種：

例如

例如

定理告訴我們，任何 都能被表⽰成 或 形式的部份分式的和，

其中 必須 意思是， 的判別式 必須 。詳細說明如下：
分母 因式分解成 或 的形式。

每個 會對應到 ，分⼦都是常數。

每個 會對應到 ，分⼦都是⼀次式。

Case 1
例如：

Case 2
例如：

Case 3
例如：

通常會⽤到這個公式，請熟記：

Case 4
例如：

 Case 
 Stewart 

Rationalizing 
Substitutions

我們可以透過適當的變數變換將無理函數變成有理函數，尤其是當遇到 ，讓 通常有效。

例：

《注意》遇到 就使⽤「長除法」把它改成 再算。例如：

Trigonometric 
Integral

故

故

 Integrand 

 
Reduction Formula

型

為奇數，設法都換成

為奇數，設法都換成

全為偶 利⽤ 降次公式

型

為偶數

為奇數

為偶數， 為奇數

乘開後 ⽤

求 ：利⽤

求 ：利⽤

求 ：利⽤

 Sin  Cos 

這個⽅法其實是⼀種 ，和前⾯學的變數變換的差別是
變數變換是令 ，也就是新變數是舊變數的函數︔
三角代換則是令 ，也就是舊變數是新變數的函數（須為⼀對⼀函數，所以限制 範圍）！



積分區間無限或是積分函數無限的定積分就叫做瑕積分。
接下來就是要介紹如果遇到瑕積分該怎麼做的技巧。

Infinite Intervals

1.

2.

3.

⾃創寫法：

雖然答案對，但寫法不對！

⾃創定義：

寫法不對！

⾃創性質：

寫法不對！其實 發散！

Proposition

Discontinuous 
Integrands

1.

2.

3.

看到積分範圍有限就沒有檢查是不是瑕積分：

寫法不對！其實 發散！

⾃創寫法：

寫法不對！

請試著算算看，正確答案雖然還是 ，但這只是剛好，⼀定要使⽤定義來計算！

Proposition

Infinite Intervals & Discontinuous Integrands 例：

Theorem

Direct Comparison Theorem

Limit Comparison Test

發散

發散

發散

發散

發散

我們之前學過，如果定積分的積分範圍是 ，則函數可積的條件至少是「在積分範圍內有界」或是「函數在積分範圍內只有有限多個 型的不連續點」，
但瑕積分所考慮的積分區間有可能是 ，函數也可能會在積分範圍內跑到正負無窮⼤ （不是 型的不連續），所以
「瑕積分的積分值不⼀定存在」。如果瑕積分的積分值存在，我們就稱此瑕積分收斂 ，如果它的積分值不存在，我們就稱此瑕積分發散 。
請注意，「瑕積分的積分值不存在」指的是計算出來的結果振盪（即值不唯⼀）或是計算出來的結果跑到正負無窮⼤。



Areas between Curves

Integrating with Respect to x

Case 1

如下圖所⽰

Case 2

如下圖所⽰

Integrating with Respect to y

Case 1

如下圖所⽰

Case 2

如下圖所⽰

Area in Polar Coordinates

Case 1

Case 2

Volumes

The Disk Method

如果切開的截⾯和 軸垂直，我們可以⽤公式

如果切開的截⾯和 軸垂直，我們可以⽤公式

下⾯的⽰意圖是以截⾯和 軸垂直為例！

注意：⽴體物體的截⾯要怎麼切，都是看你⽅便計算⽽決定！

如果是繞 軸旋轉，則旋轉體體積為

如果是繞 軸旋轉，則旋轉體體積為

下⾯的⽰意圖是以繞 軸為例！

若旋轉體是兩函數繞 軸⽽得，則體積公式為：

若旋轉體是兩函數繞 軸⽽得，則體積公式為：

下⾯的⽰意圖是以繞 軸為例！

The Shell Method

《當旋轉體是繞 軸⽽得到時》由上往下看，把旋轉體由上往下切，切成⼀圈⼀圈的，對每⼀圈的⾯積做積分！

此時旋轉體體積的公式為： 公式裡的 代表的是圓周長， 對應的是⾼度， 對應的是厚度。

《當旋轉體是繞 軸⽽得到時》由左往右看，把旋轉體由左往右切，切成⼀層⼀層的，對每⼀層的⾯積做積分！

此時旋轉體體積的公式為： 公式裡的 代表的是圓周長， 對應的是⾼度， 對應的是厚度。

下⾯的⽰意圖是以繞 軸為例！

Arc Length

Area of a Surface of 
Revolution

 x 

（請參考下列左圖）

 y 

（請參考下列右圖）



Parametric Equations

Cycloid

Calculus with 
Parametric Curves

Cartesian Coordinates

Tangents

更直觀來看的話，可以把 想成是切向量的 分量除以 分量！

若 和 不同時為 ，則必存在⼀條切線！若
，則 有⽔平切線。
，則 有垂直切線。

若 和 同時為 ，什麼情形都有可能發⽣，必須另外找⽅法判斷。

為了瞭解這個參數⽅程曲線的凹性，我們有時也需要計算⼆階導數 ：

Area Under Parametric Curves

Arc Length

很明顯，第⼀個作法算出來的周長才是對的。為什麼第⼆個作法會錯呢︖
因為這個公式算出來的會是實際經過的長度，第⼀個作法只有畫⼀圈，但是
第⼆個作法畫了兩圈，因此得出兩倍周長！我們之前有說過參數化曲線的⽅式
不只⼀種，你可以⽤其他參數⽅程表⽰同⼀條曲線，但若要⽤參數⽅程算曲線長度，
請記得這個參數⽅程只能經過曲線上的每個點⼀次！

這個式⼦跟我們前⾯⽤積分算 的式⼦是⼀樣的，這兩個⽅法的差異在於前⾯教的公式
只能⽤在 的情況，但後者則沒有這個限制！

Arc Length Function

Surface Area

我們以繞 軸為例。

這個式⼦跟我們前⾯⽤積分算 的式⼦是⼀樣的，這兩個⽅法的差異在於前⾯教的公式
只能⽤在 的情況，但後者則沒有這個限制！

Polar Coordinates

Tangents

（轉換成直角坐標下的參數⽅程式）

根據參數⽅程式的切線斜率公式，我們可以得到

Area

Arc Length

（轉換成直角坐標下的參數⽅程式）

因為

所以，我們可以把弧長公式 寫成

若 和 不同時為 ，則必存在⼀條切線！若
，則 有⽔平切線。
，則 有垂直切線。

若 和 同時為 ，什麼情形都有可能發⽣，必須另外找⽅法判斷。

Parametric Curve



Infinite Sequence

Definition

Limit of a Sequence

Infinite Limit

Proposition

Limit Laws for Sequences

Squeeze Theorem

Monotonic and Bounded Sequence

Monotonic 

Bounded 

Monotonic Sequence 
Theorem 也就是 有上界且遞增

有下界且遞減 數列必收斂。

Inflnite Series

Partial Sum

Convergent

Divergent??????

Example

Geometric Series

Harmonic Series

Proposition

Integral Test

Geometric Series

p-series 
(From Integral Test)

Comparison Tests

Direct Comparison Test

Limit Comparison Test

Ratio Test

Root Test

 Ratio Test  1 
Root Test 

 1

 (Power Series  P.S.)
 x

Ratio Test

Root Test

Geometric Series

Power Series

Taylor and Maclaurin Series

Taylor's Inequality

Taylor's’s Series of Important Functions

第⼀個定理告訴我們只要函數可以⽤冪級數表⽰，那它就⼀定可以寫成泰勒級數。
第⼆個定理則幫助我們確定函數可不可以⽤冪級數表⽰。
第三個定理則是幫助我們去證明定理⼆中的

在使⽤定理⼆、三時常⽤到以下極限（請背起來）：

1.  Elementary Antiderivatives 
2.Approximating Functions by Polynomials.

L'Hospital Rule

Remainder Estimate

Remainder Estimate

的斂散性會與 代入的值有關，
使 收斂的 值會形成 的收斂區間
⽽收斂區間的中點必為 的中⼼ 。

Maclaurin Series 

Test for Divergence



即數線
選⼀個固定點，將其記為原點，過原點畫⼀條直線，選⼀邊為正，以某長度為單位長，則數線上每⼀個點可以
在 中找到某⼀個數且僅有⼀個數與之對應，反之亦然。也就是，數線和實數的對應是 且 。
因此，數線 （數線會等價於實數），數線上的點對應到的數稱為此點的坐標。

過某條數線的原點，畫垂直該數線的直線，以原單位長為單位長，並選取⼀⽅向為正，⽽得⼀條新的數線，
原數線稱為 軸，新數線稱為 軸，則此平⾯稱為 。將平⾯上的點分別垂直投影到 軸和 軸，
則在 上的每⼀個點可找到⼀個數對且僅有⼀個數對 與其對應，反之亦然。
故 ，此數對 稱為此點的坐標。

依此類推可建⽴ 。

過 的原點作⼀垂直該平⾯的直線，以原單位長為單位長，並選取⼀⽅向為正，並稱此新數線為 軸。
將空間中的點分別垂直投影到 軸和 軸和 軸，則在此 的每⼀點可找到⼀個數對且僅有⼀個數對

與其對應，反之亦然。故 ，此數對 稱為此點的坐標。

過 的原點作⼀垂直 的直線，以原單位長為單位長，選⼀⽅向為正，
並稱此數線為 軸，則得⼀個 維的空間。在物理上，稱之為時空。

依此類推可得 。

The Distance

Definition

 Scalar Function 

Limit

Definition

Proposition Limit Laws

 

Continuity

Definition

Proposition

Derivative

Definition

Proposition

Differentiation Rules

Corollary

Integral

Definition 

Proposition

Integral Rules

Theorem

The Fundamental Theorem of Calculus

之所以要探討 是因為微積分基本上都在討論

這四種函數



Curve

Definition （以三維為例）

參數化⽅式不唯⼀！

Simple

Closed

Smooth
 0

Arc Length

Arc Length Function

Definition
補充：

最後⼀個式⼦告訴我們把所有微量長度相加，直觀來看，會得到整條曲線的長度！

補充 ：

（套導數單元教過的反函數公式）

補充 ：

TNB Frame

Unit Tangent Vector

Curvature

Theorem

Theorem

Principal Unit Normal

Tangential and Normal Components of Acceleration
從這個式⼦可以知道，加速度⼀定在 和 所構成的平⾯上！

Binormal Vector

⽤中⽂說就是，
是對於從 和 創造的平⾯上「扭曲」到與該平⾯垂直的⽅向的運動傾向！

Torsion

Theorem

Frenet-Serret Formulas

想看證明可以去看 。



Visualizing Scalar Functions
(Using Graph)

Single Variable Scalar Function

Two Variable Scalar Function Graph

Level Curve

Contour Curve

Section

在畫等⾼線圖時， 之間的差距通常取相同。
當 之間的差距相同時， 愈密，表⽰函數值變化愈⼤，也就是原本的曲⾯那部份會愈陡峭。

Functions of More Variables

Definition

Limit of
Scalar Function of  Two Variable 因為其他教科書常⽤雙變數純量函數舉例，故以此為例。

Definition

為了幫助你理解，以下是其他微積分⽤書常⾒的雙變數函數極限定義。
（圓盤）

Proposition

Limit Laws

Theorem Squeeze Theorem

Definition

Proposition

求

 Contour Curves  Level Curves



Partial Derivative

偏導數是⼀種只針對多變數函數某⼀個變數微分⽽得的導數，且微分的過程裡將其他的變數都視為常數。
我們從前學習單變數函數時沒有偏導數的概念，但在多變數函數的世界裡，偏導數是個很重要的⼯具。
為了簡化我們的學習，我們先從雙變數函數 開始考慮，只要同學們充分了解 的偏導數如何運算，推廣到 做法也會相同！

Definition

Partial Derivative & Continuity
雖然單變數函數導數存在保證連續，
但是多變數函數偏導數存在無法保證連續！

Higher Derivative

Proposition Partial Differentiation Rules

Theorem Clairaut’s Theorem

斜率

Definition

Proposition

Chain Rule
簡寫符號說明：

表⽰兩個 和⼀個

Case 1: (2,1)

Case 2: (2,2)

Case 3: (3,2)

General Version

Implicit Differentiation

之前有提過，但那時無法解釋，現在⽤雙變數函數當例⼦，回憶⼀下！

Tangent Plane

補充：

Directional Derivative

Definition

單位向量 ⽅向導數

偏導數可看成是⽅向導數的特例。

Directional Derivative & Continuity

Theorem

雖然單變數函數導數存在保證連續，
但是多變數函數⽅向導數存在無法保證連續！

Gradient

Definition

Differentiation Rules

Theorem

Mean-Value Theorem

Corollary



Linear Approximation

之前有提到可微則存在切平⾯，我們可以⽤切平⾯作線性近似，說明如下。

Total Differential

Application of Gradient

Relationship with Directional Derivative

Level Curve and Level Surface
Salas 

的書有證明，可以去翻翻看！

Level Curve

Tangent Line

Equation

Normal Line

Equation

Level Surface

Tangent Plane

Equation

Normal Line

Equation

 Graph  
Tangent Plane  Normal Line 

Tangent Plane

Normal Line

Absolute Extrema

Local Extrema

Theorem

Second Derivatives Test

想知道更多，可以去看陽交⼤蘇承芳⽼師的講義！

 Critical Points 
 Second Derivatives Test 

 Critical Points 

Critical Points

我們稱 中， 的那些 為 。
如果⼀個 沒有極值，就稱它為 （⾺鞍點）。

Extreme Value Theorem

 

（這些值中最⼤的就是絕對極⼤值︔最⼩的就是絕對極⼩值！）

Bounded

將上⾯所得到的所有的 全部代入 裡把值算出來。這些值中最⼤的就是 的最⼤值，最⼩的就是 的最⼩值。

將上⾯所得到的所有的 全部代入 裡把值算出來。這些值中最⼤的就是 的最⼤值，最⼩的就是 的最⼩值。



Double Integral

Multiple-Sigma

Proposition

Sums of Powers

Riemann Integral

Iterated Integral

在多變數中，我們⽤ 來算重積分，⽅法如下：
將某些變數視為給定的常數，只針對特定的⼀個變數做積分。我們假設 為⼀個定義在 上的雙變數函數，

我們可以先將 視為常數，這樣就可以對變數 在區間 上做積分 ，這樣積分完後會是 的函數 。

接著，我們對變數 在區間 上對 再次積分，也就是計算 ，就可以得到以下的積分形式：

綜上所述，形如 的積分形式就叫做 ，它的積分⽅式是⼀層⼀層積，由內往外積，也可稱為疊積分。

Fubini’s Theorem

Average Value

Double Integrals over General Region
除了積分矩形區域，我們也想積分非矩形區域！
⽬前我們只能處理兩種區域。

Type 1

Type 2

Properties

如果不是以上兩種區域，可以考慮進⾏切割，並套⽤以下公式。

Substitution in Multiple Integrals
在單變數函數積分的時候，有介紹過變數變換的作法，
現在要來介紹在重積分時，變數變換的作法！

Jacobian

Theorem

即

即反函數 存在

Jacobian 

Double Integral in Polar Coordinates 坐標變換是⼀種變數變換。

Surface Area

Riemann Integral 

Triple Integral

Definition

Fubini’s Theorem

Triple Integrals over General Region

Type 1

Type 2

Type 3

Type 4

Type 5

Type 6

Substitution in Multiple Integrals
在單變數函數積分的時候，有介紹過變數變換的作法，
現在要來介紹在重積分時，變數變換的作法！

Jacobian

Theorem

即

即反函數 存在

Jacobian 

Cylindrical coordinates

柱坐標 直角坐標

直角坐標 柱坐標

Spherical coordinates

球坐標 直角坐標

直角坐標 球坐標

Riemann Integral 

Change of Variables & The Jacobian 
by Dr. Trefor Bazett



Change of Variables and the Jacobian
by Serpentine Integral



https://www.youtube.com/watch?v=wUF-lyyWpUc
https://www.youtube.com/watch?v=hhFzJvaY__U

